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Abstract—This paper proposes a new multifractal model with the
aim to provide a possible explanation for the locality phenomena
to appear in the estimation of the Hurst exponent in stationary
second order temporal series, representing the self-similar traffic
flows in high-speed computer networks. Analytically it is shown
that this phenomenon occurs if the network traffic flows consists
of several components whit different Hurst exponents.
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Resumen—Este articulo propone un nuevo modelo multifractal,
con el 4nimo de proveer una posible explicacion al fenémeno de
localidad que aparece en la estimacion del exponente de Hurst en
series temporales estacionarias de segundo orden, representativas
de los flujos de triafico autosimilares en las actuales redes de
computadoras de alta velocidad. Analiticamente se demuestra
que este fendmeno se presenta cuando los flujos de trafico se
componen de diversos tipos de traficos con diferentes exponentes
de Hurst.
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1. INTRODUCCION

Las propiedades que evidencian la naturaleza fractal de los
flujos de trafico en las actuales redes de computadoras de alta
velocidad son un tema ampliamente estudiado y reportado en la
literatura durante las tltimas tres décadas, siendo generalizado
el hecho de opinion que sus implicancias en el comportamiento
dinamico deben ser cuidadosamente atendidas y consideradas
en los analisis de rendimiento y control. Existen, de esta forma,
numerosas explicaciones y modelos que intentan responder a
este origen autosimilar, ver por ejemplo [1]-[3] y referencias en
ellas incluidas.

Reconociendo que las localidades de un proceso fractal solo
pueden ser analizadas desde la Optica del analisis multifractal;
dada su construccion basica a partir de cascadas multiplicativas
capaces de asegurar una caracterizacion fenomenologica mas
exacta debido al analisis a altas frecuencias [4], [S], se acepta
que los flujos de trafico de las actuales redes de computadoras
de alta velocidad poseen naturaleza multifractal, lo cual origina
un nuevo modelo de flujos que pretende explicar el fendmeno
de localidad presente en la estimacion del exponente de Hurst

[31-[5].

A partir de los resultados obtenidos mediante simulaciones
computacionales realizadas en lenguaje MATLAB, se infiere
que el modelo contribuye al conocimiento de la dinamica real
del trafico en redes de computadoras de alta velocidad, y puede
usarse para simular de manera simple flujos de tréfico realistas.

II. TRAFICO AUTOSIMILAR Y TRAFICO MULTIFRACTAL

Los flujos de trafico se consideran a menudo representados
mediante un proceso autosimilar Y(k) que satisface

Y(k)=, a"Y(ak), Ya>0, k>0, (1)

donde =, es la igualdad de distribuciones finito dimensionales
y H € (0, 1) es el exponente de Hurst del proceso estocastico
autosimilar (H-ss) Y(k).

Un proceso H-SS con incrementos estacionarios descrito en
términos del comportamiento de sus agregaciones, se obtiene
de la multiplexacion de incrementos X(k) = Y(k+1) — Y(k) sobre
bloques no superpuestos de tamafio # segln la expresion

n-l

X"(ky=> X(kn-j), keZ, neN. @)



Asi, el proceso resultante, X‘”)(k), tiene distribuciones finito
dimensionales similares a X(k). Especificamente para cada n se
tiene que

X" k)=, n" X(k), neN 3)

El proceso estacionario X(k) que cumple con (3) se conoce
como proceso estacionario autosimilar H-SSS con exponente de
Hurst H. Un ejemplo es el Ruido Fraccional Gaussiano dado
por X(k) = B¥(k + 1) — B*(k); unico proceso Gaussiano H-SSs
conocido [5].

Para estudiar las propiedades estadisticas de X"(k) existen
variadas metodologias. En [5] se consideran los cumulantes de
las series agregadas, los cuales, en términos de los coeficientes
de Taylor de la funcion generatriz de cumulantes se definen por

g(t) =logE(e”" ™) =>"¢"m!" cum, X (k), )

m=1

donde cum,, X(k)= g("’)(O), y [7] demuestra que los cumulantes
de m-ésimo orden de un proceso agregado H-SSS escalan segiin
la ley de potencia

cum, X (k) = n""s cum, X (k). 5)

Si un proceso cumple con (5) para todo 1, m € N, entonces
el logaritmo del médulo de cum,, X(k) se comporta de forma
tal que sus valores escalan linealmente con los de log n, con
coeficientes mHg que son funcion lineal de m. En otras palabras
mHg= mH(m), es decir

cum, X (k) = n"’H('")cummX(k). (6)

En [5] se demuestra que una generalizacion de un proceso
autosimilar a un proceso multifractal viene dada como sigue.
Un proceso X(k), k € Z, es un proceso multifractal, si

log|cum,, X (k)| = mH (m)logn + c(m), Vn,meN, (7)

permitiendo que H varie con el orden m. De hecho, la forma
general para mH(m) esta dada por

mH(m)=am+ f, ®)

que corresponde al modelo fractal lineal, donde los coeficientes
a'y fse determinan directamente durante el proceso de ajuste
de los cumulantes, por interpolacion. En [8], [9] se demuestra
que el unico proceso conocido de este tipo tiene la forma

mH(m) =m+2(H, -1), 9)

y es llamado proceso unifractal.

En la referencia [5] se compara el modelo unifractal con el
modelo autosimilar utilizando flujos empiricos. El analisis de
las Figuras 3 y 4 de [5] pone de manifiesto que ambos modelos
son capaces de capturar las principales tendencias de los flujos
reales en la estimacion de H, pero ademas que ninguno de ellos
armoniza con el fendmeno de localidad del exponente de Hurst.

La Fig. 1 ilustra el fendmeno de localidad del exponente de
Hurst. Se observa que la pendiente de la curva de ajuste cruza
de un valor pequefio a uno notablemente mayor. Por lo tanto la
curva se compone de tres partes: un segmento lineal con una
pendiente suave cuando log n es pequefio, luego un segmento
con una pendiente intermedia y, finalmente, un segmento lineal
con una pendiente mas pronunciada cuando log n es grande.

III. UNMODELO MULTIFRACTAL ADECUADO AL
FENOMENO DE LOCALIDAD

La referencia [10] reporta que el analisis de componentes
principales del espectro de valores propios resultante de mezclar
sefiales de movimiento browniano fraccional con diferentes H,
produce un comportamiento biescalar. Este preciso hecho es el
que motiva el planteamiento de un modelo de flujo multifractal
capaz de reproducir el fendmeno de localidad del exponente de
Hurst.

Suponiendo un proceso de flujo de trafico W(k), compuesto
por la adicion de dos procesos autosimilares independientes,
Xi(k) y Xa(k), con exponentes de Hurst definidos por H; y H,,
respectivamente, es decir

W(k) = oy X, (k) + a, X, (k), (10)

donde Var {X;} = Var {X,} y los coeficientes de escala o y a,
(a1, & > 0) controlan la varianza de las componentes de (10).
Ademas, sin pérdida de generalidad que H, < H,.

Segtin (2) se define el proceso agregado Z"(k) mediante de
la multiplexacion de los incrementos Z(k) = W(k + 1) — W(k)
considerando bloques no superpuestos de tamafio n como

n-1
Z"(ky=Y X(kn-j), keZ, neN. (1)

Jj=0

Donde, por independencia entre los modelos autosimilar y
unifractal se verifica que

|eum,, 2 ()| =|eum,, (e, X" (k) + e, X" ()|, (12)

es decir,

|CummZ(") (k)| = ¢, (m)n""" +c,(myn"" "

(13)
m+2(H, m+2(Hy(m)-1)
s

=¢,(m)n My e, (mn

donde ¢ (m) y cy(m) son determinados por los coeficientes ¢ y
o, respectivamente.
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Figura 1. Tlustracion del fendomeno de localidad del exponente de Hurst.

Luego, si ¢(m) > c,(m), existe una unica solucion positiva
n* para la ecuacion en términos de la variable # dada por

Para cada m la gréfica en escala logaritmica del cumulante
de m-ésimo orden de Z"(k) consiste en tres segmentos: un
primer segmento lineal con pendiente m + 2(H; — 1) cuando n
es pequeio; un segundo segmento de transicion intermedia (a
menudo muy corto) y, finalmente, un segmento lineal con una
pendiente m + 2(H, — 1) cuando n es grande. Por lo tanto, se
coloca en evidencia el fenomeno de localidad del exponente de
Hurst.

La Fig. 2 expone el fendémeno de localidad del exponente
de Hurst para una serie FGN generada espectralmente [11] con
H = 0.6, mientras que la Fig. 3 lo hace para una seriec FGN con
H= 0.8 también generada espectralmente. Finalmente, la Fig. 4
muestra el comportamiento multiplexado de ambas series con

2(H, -1 2(H. -1 . (93
¢, (myn™ M = ¢ (g AED. (14) &1 = x en la aplicacion de (13).
. - ) Con todo lo anterior se demuestra de forma simple que si
Asi, resulta facil verificar que un proceso de flujo se forma de dos componentes autosimilares
aditivos independientes con diferentes exponentes de Hurst, se
me2(H, (m)-1) . observa el fenémeno de localidad en la estimacion de A usando
1 . .
|cum 7 (k)| _Jla (m)n » paran < n (15) cumulantes. No resulta dificil extender este modelo al caso de
" ¢, (m)n™ R para p>n” mas de dos componentes.
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Figura 2. Fenomeno de localidad en una serie FGN con H = 0.6 generada espectralmente.
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Fenomeno de localidad en una serie FGN con H = 0.8 generada espectralmente.
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Figura 4. Fenomeno de localidad observado en el comportamiento conjunto de las series anteriores.

IV. CONCLUSIONES

Resulta interesante observar que la inconsistencia tedrica de
un tnico valor del exponente de Hurst y que el fenomeno de
localidad, pueden ser resueltos empleando un simple modelo
que adiciona series temporales autosimilares de segundo orden.
Por otra parte, es posible generar varios procesos con diferentes
exponentes de Hurst, empleando para ello cualquiera de los
métodos existentes para la generacion de series autosimilares
de segundo orden y luego adicionarlos. Esto esta de acuerdo
con la conclusion de [12], que establece que es necesaria la
multiplexacion de diversas fuentes de trafico para alcanzar un
tipo de simulaciones mas apropiadas para los flujos de trafico
en redes de computadoras.

La gran mayoria de los modelos anteriores que tratan los
origenes de la autosimilitud de los flujos de trafico en las redes
de alta velocidad, pueden ser adoptados, desde la perspectiva
de su aplicacion al modelo propuesto en esta investigacion, con
el objetivo de recalcar la coexistencia en los flujos reales, de
multiples componentes autosimilares heterogéneos. Puede asi
afirmarse que si en el modelo On/Off original de [13] se supone
la existencia de dos valores diferentes para los exponentes de
Pareto que controlan las distribuciones los periodos On y los
periodos Off de las fuentes, entonces el proceso de flujo final
agregado presentara dos componentes diferentes en términos
de sus exponentes de Hurst y, por lo tanto, dara cuenta efectiva
del fenomeno de localidad del exponente de Hurst.

En general, para redes de grandes coberturas, es decir con
topologias muy complejas, el canal de datos es compartido por
multiples fuentes en una forma que, aproximadamente, puede
ser considerada independiente y aditiva. Debido entonces a la
diversidad de las fuentes y los mecanismos de transferencia, el
flujo que ingresa proveniente de cada fuente posee diferentes
exponentes de Hurst. Esto lleva de manera natural a plantear la
siguiente conjetura: “es mas probable observar el fenomeno de
localidad en flujos de trafico de redes troncales que locales”.

Finalmente, se considera util este trabajo porque un modelo
de flujos de trafico en redes de computadoras de alta velocidad
mas preciso y simple, permite mejoras cualitativas sustanciales
en el rendimiento de las mismas.
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